
Funzione generatrice dei momenti

Data la variabile aleatoria X, la sua funzione generatrice dei momenti è:

GX : R → (0,+∞]

GX(t) = E[etX ]

In particolare:

X discreta
GX(t) =

∑
xi∈X

etxip(xi);

X con densità

GX(t) =

∫ +∞

−∞
etxf(x)dx,

che esistono (etX è positiva), ma possono essere +∞.

Si chiama dominio l’insieme {t ∈ R | GX(t) < +∞}. Contiene almeno 0:
GX(0) = E[1] = 1. se non contiene altri valori, GX non è utile (Cauchy).

Teoremi

• se il dominio è diverso da {0},

GX = GY ⇐⇒ FX = FY ,

cioè X e Y sono equidistribuite;

• se il dominio contiene un intorno di 0, allora X ha tutti i momenti e

E[Xn] = G(n)
x (0).

Infatti:
dGX

dt
(t) =

dE

dt
[etX ] =∗ E

[
detX

dt

]
= E[XetX ],

e in t = 0 diventa E[X].

Di solito non conviene calcolare cos̀ı i momenti, un’eccezione è la variabile
geometrica.

Regole di calcolo

• GaX+b(t) = GX(at)ebt;

• GX+Y (t) = GX(t)GY (t) se X e Y sono indipendenti.

Dimostrazione

• GaX+b(t) = E[et(aX+b)] = ebtE[e(at)X ] = GX(at)ebt;

• anche etX , etY sono indipendenti, e:

GX+Y (t) = E[et(X+Y )] = E[etXetY ] = E[etX ]E[etY ] = GX(t)GY (t).


